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Teil I

Logik



Geschichte

e R. Descartes (17. Jhdt): klassische Euklidische Geometrie mit al-
gebraischen Methoden

e G.W. Leibnitz (17. Jhdt): lingua characteristica, calculus rationa-
tor

e Gottlob Frege (1879): Begriffsschrift Pradikatenlogik erster Stufe
e Skolem (1920): Beweisverfahren
e D. Hilbert, W. Ackermann (1928): Entscheidbarkeitsproblem

e Herbrand (1930): Entscheidbarkeit flir korrekten mathematischen
Satz

e Alan Turing, Alonzo Church (1936): Unentscheidbarkeit PL1

e Robinson (1954): automatisches Beweisverfahren (Resolutions-
prinzip)

e Kowalski, Colmerauer (1972): Prolog



Teil I.1

Aussagenlogik



Aussagenlogik

Grundlagen

e Aussage (atomare Formel):
Satz der entweder wahr oder falsch ist
abgekirzt mit GroBbuchstaben (A, B,...)

e Beispiel: Heute ist Sonntag

e Interpretation: Zuordnung eines Wahrheitswertes (w oder f) zu
jeder Aussage

e Operation: Verknupfung von Aussagen

e Beispiel: Heute ist Sonntag und es ist kalt.



Verknupfungen

e Negation: einstellige Operation: —=A oder A

w | f

_Ifw

e Konjunktion: zweistellige Operation: AN B

ANlw]| f
w|wl|f
flrs

e Disjunktion: zweistellige Operation: AV B

Vilw]| f
w | w

fllw
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Formeln

Rekursive Konstruktion:

Literal L

Formel F

Beispiel

A ... Heute ist Montag.
B ... Heute ist Feiertag.
C ... Heute ist Vorlesung.
-(AAN-B)VC

FNAF
FvVF

(F)

Aussage

Negierte Aussage

Literal
Negation
Konjunktion
Disjunktion

Klammerung



Weitere Verkupfungen

e Subjunktion: A —-— B=-AV B

—
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f

S

e Bijunktion: A+— B=(AANB)V (-AA-B)

— |w]| f
w |wl|f
ol f|w

e Antivalenz (xor): A B=(AAN-B)V (—~AAB)
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Klauseln

Klausel K = L Literal

| KVK Disjunktion
Konjunktive Form KF ::= (K) Klausel

| (K) AN KF Konjunktion von Klauseln
Konjunktion D = L Literal

| DAD Konjunktion

Disjunktive Form DF ::= (D) Konjunktion
| (D)Vv DF Disjunktion von
Konjunktionen

Beispiele:

-AvBVvVC... KF und DF
(—AVBVC)AN(=BV-C)... KF
(mAAN-B)V(~AAN-C)V(BAN-C)V(-BAC)... DF



Beweisverfahren

Begriffe
e Modell: Interpretation unter der eine Formel F wahr ist.
e Unerfullbare Formel: Formel F', fur die es kein Modell gibt.

e Tautologie: Formel F, fur die jede Interpretationen ein Modell ist.
- F

Beweis uber Wahrheitstafeln

e Durchrechnen fur alle Interpretationen

Axiomatische Verfahren

e Umformen bis zum Wahrheitswert w oder auf konjunktive Form
mMit mindestens einer Aussage PV =P in jeder Klausel
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Wahrheitstafel

Zu zeigen: F ((P - Q)AP) —Q

P QIP-Q|(P-QANP|(P—=Q)ANP)—Q
flr w f w
f |w w f w
w | f f f w
w | w w w w
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Syntaktische Umformung

Aquivalent sind die folgenden Formeln:
(P—=Q)AP)—Q
- ((mPVQ)ANP)VQ
(PA-Q)V-P)VQ
(PV-P)AN(—QV-P))VQ
(WA (-PV-Q))VEQ

(—PV-Q)VQ

-PVw
w

12



Uberfiihrung in konjunktive Form

(P—=Q)ANP)—Q
—“((=PVQ)ANP)VQ
(PA=Q)V-P)VQ
(PVaP)AN(—QV-P))VQ

(PVAPVQ)AN(-QVAQV-P))
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Aquivalenzregeln

Zwei Formeln F, G sind aquivalent; F = G, wenn qilt: H F «— G

(F A F)
(FAG)

(FV Q)
((FANG)NH)
(FVG)V H)
(FA(FVQ))
(FAN(GV H))
(FV(GANH))
_|_|F

- (FVGQG)
~(FAG)
F— G
FANG

FANG

F, (FVF)=F
(GAF),

(GVF)
(FAN(GAH)),
(FV(GV H))

F, (FV(FNG))=F
(FAG)V(FANH)),
(FVG)N(FV H))
F

(mFAG),

(=FV -G)

-FvVG

F, FVG=GaG,

G, FVG=F,

Idempotenz
Kommutativitat

Assoziativitat
Absorption

Distributivitat
Doppelnegation

de Morgansche Regeln
bedingte Eliminierung
falls F' unerfullbar
falls F' Tautologie
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LLogisches Schliel3en

e FUr S eine Menge von Formeln Fq,...,F. und F eine Formel, ist
F' eine logische Konsequenz von S, in Zeichen S + F', wenn jede
Interpretation von S, die ein Modell von S ist, auch ein Modell

von F' ist.
e Regeln:
F + FVGE
F + G— F
FANG F F
FANG F G+ F
(F—-G)AN(G—H) v F—-H Transitivitat
GAN(G—F) - F Modus Ponens (Schlussregel)

-FAN(G—F) F =G Modus Tollens
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Beispiel: Transitivitat

A: (a ist eine gerade Zahl und b ist eine gerade Zahl)
B: (a+ b ist eine gerade Zahl)

Bi: (a =2n und b = 2m, n, m ganze Zahlen)

B>: (a 4+ b= 2k, k ganze Zahl)

A
A— Bq
B1 — B>
B> — B
B

a und b sind gerade Zahlen

Dann gibt es Zahlen n, m mit a = 2n und b = 2m
Aus a=2n und b=2m folgt a4+ b=2(n+m) = 2k
Aus a + b = 2k folgt a + b ist eine gerade Zahl

Mit der Transitivitat qilt B
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AXiomensysteme

e [ heorie: Menge von Axiomen 4+ Menge von Formeln

e Korrektheit: Jede Formel F', die aus einer Theorie T' mit Hilfe von
Axiomen AS abgeleitet wird (T 49) ist eine logische Konsequenz
aus T (T + F).

e Vollstandigkeit: Jede Formel F', die eine logische Konsequenz aus
T ist, ist auch tatsachlich mit Hilfe von AS ableitbar.

e Konsistenz: Es ist nicht sowohl F' als auch —F' ableitbar.

e Unabhangigkeit: Kein Axiom ist die logische Konsequenz anderer
Axiome.

e Entscheidbarkeit: Fur alle Formeln gilt T'F49 F oder T =49 —F'.

e Aussagenlogik ist entscheidbar und besitzt konsistente, vollstandi-
ge und unabhangige Axiomensysteme.
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Hilberts Axiomensystem der Aussagenlogik

e AS1: AVA— A

¢ AS2: A — (AV B)

e AS3: (AV B) — (BV A)

e AS4: (A — B) — ((CV A) — (CV B))

e Definition: A - B=-AVEB
e Modus Ponens: AN(A— B)+H B

e Ersetzungsregel: F[A/G] in der Formel F' ersetze einige (alle) Vor-
kommen der Aussagenvariablen A durch die Formel G
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Beispiel

Zeige: - (FVF) «— F

Beweis:

(FVF) — F AS1.
F — (FVG) AS2,

F — (FVF) Ersetzungsregel ((FV G)[G/F]).
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Automatisches Beweisen

Resolution

e Modus Ponens:

P
P— B
B

e Verallgemeinerung: P - B=-PV B

PV A{VA>V...V Ay,
PV B{VByV...VBnp
A{VA>V...VA,V B1V B> V...V By Resolvente

e Um die Aussage A zu beweisen fuge die Negation der Aussage —A
zu den Formeln der Theorie und versuche, durch Resolution die
leere Klausel herzuleiten.
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Beispiel

T=AVB,A— -B,-A

Um B herzuleiten, fugen wir =B zur Theorie dazu, und formen A — =B
um.

Das ergibt:
T'= AV B,-~AV -B,-A,-B

In Klauselform:
T/ — (A7 B)7 (_'A7 _'B)a _'A7 —-B

B ist ein Resolvent von (A, B) und —A. Der Resolvent von B und —B
ist die leere Menge, daher ist T/ unerfillbar, daher folgt aus T B.
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Teil 1.2

Pradikatenlogik
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Pradikatenlogik

Erweiterung der Aussagenlogik

Konstante: a,b, c

Variablen: x,y, z

Funktionen: f(aq1,...,ar)

Pradikate: P(aqi,...,ax)

Quantoren: Allquantor (VzF'), Existenzquantor (JzF)
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Semantik

Interpretation:

Abbildung auf Domane zur Zuordnung eines Wahrheitswertes

Beispiel

F :NxP(f(x,a),z).

e Domane: naturliche Zahlen IN :={1,2,3,...}
e Konstante a ::=1

o f(x,a) i=x*a

o Plx,y) i=x =y

e Interpretation: Fur alle naturlichen Zahlen x € IN qgilt -1 = x.
24



Weitere Schlussregeln und Aquivalenzen

VeF +F dxF fur eine nichtleere Domane

VeF VVxG + Va(FVG)
Jx(FANG) + JxF A 3JxG

—Vz F
—dx F
VxVyF
dxdyF
Ve(F NG)
Jx(F VvV G)

dx—F
Vr—F
VyVax F
dydx F’
Ve F' ANVxG
dxF'V dxG
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Entscheidbarkeit von PL1

e Die Wahrheitstafelmethode ist nicht ubertragbar

e Erfullbarkeit und Allgemeingultigkeit ist nicht entscheidbar

e PL1 ist halbentscheidbar: Unerfullbare Formeln werden nach end-
licher Zeit erkannt.
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Beispiel: Peano-Axiome

1. P(1)
2. Vo (P(z) — Jy (P(y) N Q(z,y))) -
3. =Jx(P(z) AN Q(x, 1)

4 VEVeaVyiVyz  (P(x1) A P(22) A Q(z1,y1) A Q(x2, y2)A
' —(x1 = x2) — ~(y1 = y2)).

5. VM (M(1) AVzVy (P(x) AN P(y) AM(z) ANQ(xz,y) — M(y)) — (M = P)).

Interpretation

e P(x)... x ist eine natlirliche Zahl
e Q(x,y)... y=x+ 1; y ist Nachfolger von z
e M ... Pradikatenvariable (nicht moéglich in PL1)
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