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4.5 Invarianten
5.1 Wiederholung
Gemal3 4. 2.9 wurde ein N durch die Matrix N beschrieben.
Sei N=(S,T;F,K,W,M) ein S/T-System.
teTH t:S—> Z Vektor vermoge

W(t,s) falls sete\et
(9 = - -W(st) falls seet\te
W(t,9)-W(s,t) falls seetrite

. 0 sonst

N(st) :=1(s)
5.2 Definition: Sei N ein S/T-System.

1) i: S>> Z heldt Slnvariante vonN < N'-i=0

2) i T—>Z hdldT-InvariantevonN & N-i =0

Damit: im folgenden sind L 6sungen homogener Gleichungssysteme gefragt.
5.3 Koroallar:

Seieniq, io S(T)-Invarianten = i+, und z:i4 fir zeZ sind S-(T)-Invarianten.
Was bedeuten sie in diesem Kontext?
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4.5.1 Zu S-Invarianten

5.4 Bedeutungvon S-Invarianten veranschaulichen:
Wie charakterisiert man Stellenmengen SE Sy von N, deren Gesamtzahl an Marken bei
Schalten von Transitionen unverandert bleiben?
(Seien dazu speziell W(sit), W(t,s) € {0,1}, d.h. die Pfellgewichte seien immer 1.)

5.4.1 Idee: Jede Transition mul3 fUr jede Marke, die sie beim Schalten aus S abzieht, genau
eine Marke wieder in S einflief3en lassen!

5.4.1.1 Beispiel hierzu: t, s, ¢
O—L]"
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54.1.2 Beh.: iy bisis/mit <i'=(10110 iy = (1,1,0,1,1)
iz’ = (2,1,1,21) *is) = (0,1,-1,0,1)
sind S-Invarianten zu obenstehendem Beispiel .
5.4.2 Allgemen (ohnedie Einschrankung von W(x,y)e{0,1}):
Fallst schaltet, andert sich die Markensumme auf SE Sy nicht
& 2 W(st) = Z W(,9) & 0= 2 W(y9 - W(st)
S tnS SEtenS SEtenS S tnS
& 0= ZW({s) +Z W({tg-=Z W(st) -Z Wit & 0=Z2Z1t(s) © t''cg=0
E(te\et)NS s=(tCte)NS sE=(ot\te)NS s=(tCte)NS E=S
(Anmerkung: t' bedeutet die transponierte Matrix zu t)
dabei sei cqg Sy {0,1}
1 falsES
so |

0 sonst
54.3 Also: Die Markensumme auf S bleibt bei Schalten beliebiger Transitionen konstant
& N'-cg=0 & der charakteristische Vektor zu Sist Ldsung des homogenen

Gleichungssystems, beschrieben durch N'.
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Siehe Beispieleiq, i, oben!
5.4.4 Inter pretation positiver Invarianten:
5.4.4.11m Beispiel aus5.4.1.1 183 sich intuitiv sagen, dal? bei Schalten von t, gilt: Das
"Gewicht" von s, ist doppelt so hoch wie bel s, und s;. Analog wiegt s, doppelt so viel
wie die Marke auf s3 und ss.
= " Gewichtete" Konstanz im Beispidl:
Selen: M,M£M, te{t;]i=1..5}, M{[t>M,.
Esgilt: 2:M4(s)+2-M1(84)+M1(8)+M(83)+M (S5) =
2:-M(s1)+2-M(84)+M(Sp) +M(S3)+M>(Ss)
d.h. M{"i3 =My igmitiz=(2,1,1,2,1)
5.4.4.2 Betrachte { s,,53,S5} : Die Markenzahl auf s; andert sich in demselben Mal3e wie die
Summe der Markenzahlen auf s, und s
&Y My, Mye My[ >*
(V teTn: Ma[t>Mo= My($5)+M(S5)-My(S3) = Mo(sp)+M(S5)-Mo(s3)
& Mypig=MyHy)



5.8.99 G. Dittrich: PN SS99. 4.9T - Systeme p. 4-56

5.5 Korollar:
Sei N ein S/T-System, i eine positive S-Invariante ( d.h. i(s) 2 Ound 3 seS: i(s) > 0).
Sel S:={s=Sy|i(s) >0}.
Dann gilt: Se =S,
Beweis. (indirekt)
Annahme: 3 teSe\eS = 3E=S {(9)<O0 und ¥ =S ~1(1(5)>0) = t' - c5<0
= (daipositiv)t' -i<0 Widerspruch zu: i ist Invariante.
(analog: teeS\S = t'-1>0).

5.5.1 Intuitiv: Stellenmengen mit konstanter Markenzahl kénnen aus Pfeilmengen
gewonnen

werden, die von einer Stelle aus t zu e ner Stelle aus te fuhren.
5.6 Satz:

Sel N ein ST-System. ¥ 1 SInvariantevon N, ¥ MeMy[ >*: M'-i=My' i
Beweiss. My, Moe My[ >*, teTy, M{[t>M,
= My=Mq+t (4294 1)
= My -i=(Mq+t) -i=M; -i,dat -1 =0 (,dai SInvariante.)
Die "Umkehrung" gilt nur unter Zusatz:
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5.7 Lemma:
Sei N ein S/T-System, in dem jedes te Ty, mindestens einmal schalten kann.

Sali: Sy Z Stellenvektor, so dal3 ¥ MeMy[ >*:
M'-1 = M\ 1= I1istSInvariante.

Bewsis:

Sei teTy, MeMy[ >* und t unter M aktiviert; sei M[t>M:

= M- i=M-i=(M+)' -i=M"-i+t-i

=>1t-1=0

5.8 Koroallar:
Sel N ein ST-System, S= Sy, so dal3 cg (charakteristischer Vektor zu S) S-Invariante ist.

¥ MeMy[>*: Z M(s)= Z Mp(9)
ES ES
Beziehung zwischen der Beschranktheit der Markenzahl und S-Invarianten :

5.9 Definition:
Ein S/'T-System N heil%t von S-Invarianten tber deckt
& V¥V *£5 31 positive S-Invariante: i(s) >0
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5.10 Korallar:

Ein S/'T-System N sai von positiven S-Invarianten tberdeckt.

= 3 | pogitive S-Invariante: (Vv =Sy :i(s) > 0)

Beweis. siehe Korollar 5.3 .
5.11 Definition:

Ein S/T-System N heil3t beschrankt

& Myistendlichund 3 relN ¥ MeM[ >* ¥ Sy M(s) £ n.

5.12 Satz:

Sei N ein §/T-System, My, endlich.

N ist von S-Invarianten Uberdeckt = N ist beschréankt.

Beweis:

Selen sESy, | positive S-Invariante mit 1(S5)>0, MeMy[ >*.

M(s) i(Sg) £ ZM(9) -i(9)=M"-T1 =My -1i

SSN
= M(sp) £ (My 1) /i(sp) -
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4.5.2 Beitrage zu T-Invarianten

5.13 Definition:
Sei T Transitionenmenge (z.B. eines S/'T-Systems N)
Vid: T* - {v: T=>IN } (Vidfachheit der Vorkommen)
GG P v mitv(t) = || tij:t}|

5.13.1 Beispid:
P S2 T={c,d}: cccded = (4,2)

O
5.14 Satz:

Sei N ein ST-System. Seien M; € My[ >* ,i=0..n, tie Ty j=1..n, so dal’
Molti>Mq[to>...[t>M,,.
Danngilt: Mg+ N -v=M,.
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Beweis. induktiv. (Wesentlich ist dabei: M[t>M' & M+t=M")
Die Umkehrung gilt i.a. nicht (freie Kapazitéten notig); jedoch:
5.15 Satz:
Sel N ein S/IT-System mit ¥ =51 Kn(9) = .
Y MMeM ¥V v:T?IN (M+Nv=M &
IM° SN 3 .0t €T (MAMO)[G > [ >(M+M°) UV teTy: V(D) = |{j|tij=t} )

Bewels. "<=" Satz 5.14 sowie: "= " induktiv
5.16 Definition:

MeM zu einem S/T-System N ist reproduzier bar

& 3IMeM[>UM#+MUMeM[ >*

5.17 Koroallar:

Sel N ein S/IT-System mit ¥ se Sy Ky(9)=w.

Ist M reproduzierbar und M € M, soist M + M reproduzierbar.

ohne Bewels.

5.18 Satz:

Seai N definiert wiein Korollar 5.17 .

N besitzt eine positive T-Invariante v#0 < N besitzt eine reproduzierbare Markierung.
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ohne Bewels.
5.19 Definition:
Sei N ein S/T-System, | T-Invariante hierzu.
| heildt realiserbar &

3 Moe M >* 3 ti,. 8 M1 My Molti,>. [t My, 0 da3 ¥ teTyy: i(9=Kil =}

Vorsicht: nicht jede positive T-Invariante ist realisierbar.
5.19.1 Beispid :

5
t1 t t
1 2 3 4

6

Fur My = (1,0,0,0,0,0) ist
die T-Invariante
I'=(1,1,0,0,1,1)

nicht realisierbar, jedoch fir
My* =(1,0,1,0,0,0).
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5.20 Definition:
Ein S/'T-System N heif3t von T-Invarianten Gber deckt
& V teTy 3 i positive T-Invariante: i(t) >0
5.21 Korollar:
Ist N ein S/T-System, von T-Invarianten tGberdeckt, so gilt:
3 i positive T-Invariante ¥ teTy: i(t) > 0.





